
Lec 34 函数极限的 24种科学定义

34.1 数列 {an}极限 4种科学定义

定义 34.1 (数列极限)

♣

1. lim
n→∞

an = a ⇔ ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, ∀n > N, |an − a| < ε.
2. lim

n→∞
an = +∞ ⇔ ∀M > 0, ∃N ∈ N∗, ∀n > N, an > M .

3. lim
n→∞

an = −∞ ⇔ ∀M > 0, ∃N ∈ N∗, ∀n > N, an < −M .
4. lim

n→∞
an = ∞ ⇔ ∀M > 0, ∃N ∈ N∗, ∀n > N, |an| > M .

例 34.1 ∀k ∈ N∗,证明: lim
n→∞

nk = +∞.

证明 ∀M > 0,要使 nk > M ,只需 n > M 1/k,取 N = max{M1/k, 1},则当 n > N 时, nk > M .

34.2 函数极限的 ε− δ定义法

定义 34.2

♣

设 x0为常数,函数在 x0处的极限为 a定义为:

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε.

若 x从大于 x0的一侧趋近于 x0,则称为 x0的右极限,记为

lim
x→x+

0

f(x) = a ⇔ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, x0 < x < x0 + δ ⇒ |f(x)− a| < ε;

若 x从小于 x0的一侧趋近于 x0,则称为 x0的左极限,记为

lim
x→x−

0

f(x) = a ⇔ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, x0 − δ < x < x0 ⇒ |f(x)− a| < ε.

考虑 lim
x→α

f(x) = β,β 可以是常数 A, +∞, −∞, ∞. α可以是常数 x0, x+
0 , x−

0 , +∞, −∞. 一
共有 24种情况.具体而言,有以下情况:

1. lim
x→x0

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− A| < ε.
2. lim

x→x+
0

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x0 < x < x0 + δ ⇒ |f(x)− A| < ε.

3. lim
x→x−

0

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x0 − δ < x < x0 ⇒ |f(x)− A| < ε.

4. lim
x→x0

f(x) = +∞ ⇔ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) > M .
5. lim

x→x+
0

f(x) = +∞ ⇔ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x0 < x < x0 + δ ⇒ f(x) > M .

6. lim
x→x−

0

f(x) = +∞ ⇔ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x0 − δ < x < x0 ⇒ f(x) > M .

7. lim
x→x0

f(x) = −∞ ⇔ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) < −M .
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8. lim
x→x+

0

f(x) = −∞ ⇔ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x0 < x < x0 + δ ⇒ f(x) < −M .

9. lim
x→x−

0

f(x) = −∞ ⇔ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x0 − δ < x < x0 ⇒ f(x) < −M .

10. lim
x→x0

f(x) = ∞ ⇔ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)| > M .
11. lim

x→x+
0

f(x) = ∞ ⇔ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x0 < x < x0 + δ ⇒ |f(x)| > M .

12. lim
x→x−

0

f(x) = ∞ ⇔ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x0 − δ < x < x0 ⇒ |f(x)| > M .

13. lim
x→+∞

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0, ∃X0 > 0, ∀x > X0 ⇒ |f(x)− A| < ε.
14. lim

x→−∞
f(x) = A ⇔ ∀ε > 0, ∃X0 > 0, ∀x < −X0 ⇒ |f(x)− A| < ε.

15. lim
x→∞

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0, ∃X0 > 0, ∀|x| > X0 ⇒ |f(x)− A| < ε.
16. lim

x→+∞
f(x) = +∞ ⇔ ∀M > 0, ∃X0 > 0, ∀x > X0 ⇒ f(x) > M .

17. lim
x→+∞

f(x) = −∞ ⇔ ∀M > 0, ∃X0 > 0, ∀x > X0 ⇒ f(x) < −M .
18. lim

x→∞
f(x) = ∞ ⇔ ∀M > 0, ∃X0 > 0, ∀|x| > X0 ⇒ |f(x)| > M .

19. lim
x→−∞

f(x) = +∞ ⇔ ∀M > 0, ∃X0 > 0, ∀x < −X0 ⇒ f(x) > M .
20. lim

x→−∞
f(x) = −∞ ⇔ ∀M > 0, ∃X0 > 0, ∀x < −X0 ⇒ f(x) < −M .

21. lim
x→−∞

f(x) = ∞ ⇔ ∀M > 0, ∃X0 > 0, ∀|x| > X0 ⇒ |f(x)| > M .
22. lim

x→∞
f(x) = +∞ ⇔ ∀M > 0, ∃X0 > 0, ∀|x| > X0 ⇒ f(x) > M .

23. lim
x→∞

f(x) = −∞ ⇔ ∀M > 0, ∃X0 > 0, ∀|x| > X0 ⇒ f(x) < −M .
24. lim

x→∞
f(x) = ∞ ⇔ ∀M > 0, ∃X0 > 0, ∀|x| > X0 ⇒ |f(x)| > M .

注也有的时候将函数 f(x)在 x0处的左极限记为 f(x0 − 0),右极限记为 f(x0 + 0).

定理 34.1

♡
lim
x→x0

f(x) = a ⇔ lim
x→x+

0

f(x) = a = lim
x→x−

0

f(x).(x0为常数)

证明 ⇒: ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε. 即对 ∀0 < x− x0 < δ ⇔ x0 <

x < x0 + δ有 |f(x)− a| < ε,即 lim
x→x+

0

f(x) = a.同理可证 lim
x→x−

0

f(x) = a.

⇐: ∀ε > 0, ∃δ1 > 0, ∀x, x0 < x < x0+ δ1 ⇒ |f(x)−a| < ε. 对上述 ε , ∃δ2 > 0, ∀x, x0− δ2 <

x < x0 ⇒ |f(x) − a| < ε. 取 δ = min{δ1, δ2}, 则 ∀x, 0 < |x − x0| < δ ⇒ |f(x) − a| < ε. 即
lim
x→x0

f(x) = a.

定理 34.2

♡
lim
x→∞

= a ⇔ lim
x→+∞

f(x) = a = lim
x→−∞

f(x).

证明 令 x =
1

t
, 则 x → ∞ ⇔ t → 0. 即 lim

x→∞
f(x) = a ⇔ lim

t→0
f(

1

t
) = a ⇔ lim

t→0+
f(

1

t
) = a =

lim
t→0−

f(
1

t
) ⇔ lim

x→+∞
f(x) = a = lim

x→−∞
f(x).

上述最后一个等式由 lim
t→0+

f(
1

t
) = lim

x→+∞
f(x), lim

t→0−
f(

1

t
) = lim

x→−∞
f(x)给出.

例 34.2 lim
x→+∞

(1 +
1

x
)x = lim

x→−∞
(1 +

1

x
)x = lim

x→∞
(1 +

1

x
)x = e.
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34.3 函数极限的四则运算法则

定理 34.3

♡

设 x0, a, b, c1, c2为常数,令 lim
x→x0

f(x) = a, lim
x→x0

g(x) = b,则:
1. lim

x→x0

(c1f(x) + c2g(x)) = c1a+ c2b;

2. lim
x→x0

f(x)g(x) = a · b;特别地, lim
x→x0

f 2(x) = a2;

3. lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

a

b
(b ̸= 0).

证明

1. 目的时要证明对于任意的正数 ϵ, 能够找到一个正数 δ, 使得当 0 < |x − x0| < δ 时，

|(c1f(x) + c2g(x))− (c1a+ c2b)| ≤ ϵ。

由极限的定义，存在 δ1, δ2，使得当 0 < |x− x0| < δ1时，

|f(x)− a| < ϵ

2|c1|
,

当 0 < |x− x0| < δ2时，

|g(x)− b| < ϵ

2|c2|
.

取 δ = min(δ1, δ2)，则当 0 < |x− x0| < δ时，同时有

|f(x)− a| < ϵ

2|c1|
, |g(x)− b| < ϵ

2|c2|
,

因此有

|c1f(x)+c2g(x)−(c1a+c2b)| = |c1(f(x)−a)+c2(g(x)−b)| ≤ |c1||f(x)−a|+|c2||g(x)−b| < ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

2. 证明类似于第一小题。对于任意的正数 ϵ，存在 δ1和 δ2，使得当 0 < |x− x0| < δ1时，

|f(x)− a| < ϵ

2|b|
,

当 0 < |x− x0| < δ2时，

|g(x)− b| < ϵ

2|a|
.

取 δ = min(δ1, δ2)，则当 0 < |x− x0| < δ时，同时有

|f(x)− a| < ϵ

2|b|
, |g(x)− b| < ϵ

2|a|
,

因此有

|f(x)g(x)−ab| = |f(x)g(x)−af(x)+af(x)−ab| ≤ |f(x)||g(x)− b|+ |g(x)− b||f(x)−a|.

由于 f(x)和 g(x)在 x0附近连续，故当 x → x0时，|f(x)|和 |g(x)|被有界地控制。因此
我们有

|f(x)g(x)− ab| < ϵ.

3. 因为
f(x)

g(x)
= f(x) · 1

g(x)
，且 lim

x→x0

g(x) = b ̸= 0，我们只需证明数列

{
1

g(x)

}
收敛于

1

b
。
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假设 b > 0，则 ∣∣∣∣ 1

g(x)
− 1

b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ |g(x)− b|
|g(x)b|

∣∣∣∣ .
由于 g(x)收敛于 b，一方面对于正数 b/2 > 0，存在 δ1，使得当 |x− x0| < δ1时，

|g(x)− b| < b

2
,

另一方面，对于任意给定的正数 ϵ，存在 δ2，使得当 |x− x0| < δ2时，

|g(x)− b| < b2ϵ

2
.

所以，当 |x− x0| < δ = min(δ1, δ2)时，∣∣∣∣ 1

g(x)
− 1

b

∣∣∣∣ ≤ |g(x)− b| · 2

b2
· ϵ
2
= ϵ.

即

lim
x→x0

1

g(x)
=

1

b
.

注函数极限: lim
x→x0

f(x) = a ∈ R也是有”四性”,即局部有界性,唯一性,保号性,保序性.

定理 34.4 (函数极限的局部有界性)

♡

设函数 y = f(x)的定义域为 I ,点 x0 ∈ I ,则 f(x)在 x0的某邻域内有界,即 ∃δ > 0, ∃M >

0, ∀x, 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)| < M .

证明 局部有界性的证明: 设函数 y = f(x)的定义域为 I ,点 x0 ∈ I ,且 lim
x→x0

f(x) = a ⇔ ∀ε >

0, ∃δ > 0, ∀x, 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ε ⇔ |f(x)| < |a|+ ε.因此,函数 f(x)在 x0的某

邻域内有界,但 f(x)在整个定义域 I 内未必有界.

34.4 3个重要极限及其证明

命题 34.1

♠

1. lim
x→0

sin x

x
= 1;

2. lim
x→∞

(1 +
1

x
)x = e;

3. lim
x→0

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an
b0xm + b1xm−1 + · · ·+ bm

=


a0
b0
, n = m;

0, n < m;

∞, n > m.

证明

1. 首先考虑右极限。设 0 < x <
π

2
,由于 sin x > 0,由引理易知

1 <
x

sin x
<

1

cos x
, 即

sin x

x
<

cos x

x
< 1.
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因此

0 < 1− sin x

x
< 1− cos x = 2

(
sin

x

2

)2

< 2 sin
x

2
< x.

所以，由两边夹的得到

lim
x→0+

sin x

x
= 1.

当 x → 0时，令 y = −x，则 y → 0+，所以

lim
x→0+

sin x

x
= lim

y→0+

sin(−y)

−y
= lim

y→0+

sin y

y
= 1.

2. 由于对于任意的 x > 1,有 [x] ≤ x < [x] + 1,以及(
1 +

1

[x]

)x

<

(
1 +

1

x

)x

<

(
1 +

1

[x] + 1

)x

,

因此

lim
x→∞

(
1 +

1

[x]

)x

= lim
x→∞

(
1 +

1

[x] + 1

)x

= e.

根据两边夹定理，有

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

当 x → ∞时，令 y = −x,则 y → −∞,利用上面结果，就有

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
y→−∞

(
1 +

1

1− y

)−y

= lim
y→−∞

(
1 +

1

y − 1

)y−1

= e.

这就证明了

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

3. (a). 当m > n,lim
x→0

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an
b0xm + b1xm−1 + · · ·+ bm

= lim
x→0

a0x
n−m + a1x

n−m−1 + · · ·+ anx
n−m

b0 + b1xm−n−1 + · · ·+ bmxm−n
=

a0 · 0 + a1 · 0 + · · ·+ an · 0
b0 + b1 · 0 + · · ·+ bm · 0

=
0

b0
= 0.

(b). 当m = n,lim
x→0

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an
b0xm + b1xm−1 + · · ·+ bm

= lim
x→0

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

b0 + b1x+ · · ·+ bmxm
=

a0
b0

.

(c). 当m < n,lim
x→0

b0x
m + b1x

m−1 + · · ·+ bm
a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an

= 0 ⇒ lim
x→0

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an
b0xm + b1xm−1 + · · ·+ bm

= ∞.

这三个重要极限可以作为公式任意使用.
� 作业 ex1.3:1(2)(3),2(2)(4),3(2),5(1)(2),9(3)(4),10(3);CH1:13.
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